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凸集

● 仿射集合 
● 凸集 
● 重要案例 
● 保凸运算 
● ⼴义不等式 
● 分离与⽀撑超平⾯ 
● 对偶锥与⼴义不等式
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仿射集合

❑ 经过x1和x2的直线所有点

❑ 仿射集合：经集合中任意两点的直线仍在该集合中
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❑ 设 , 形如 的点为仿射组合θ1 + . . . + θk = 1 θ1x1 + . . . + θkxk

❑ 仿射集合的扩展定义
❖包含集合中任意点的仿射组合的集合
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❑ 设 , 形如 的点为仿射组合θ1 + . . . + θk = 1 θ1x1 + . . . + θkxk

❑ 仿射集合的扩展定义
❖包含集合中任意点的仿射组合的集合
❖是否等价：经集合中任意两点的直线在该集合中

❑ 证明：仿射集合C内x1，x2，x3 ，θ1 + θ2 + θ3 = 1

❖考虑
θ1

θ1 + θ2
x1 +

θ2

θ1 + θ2
x2 ∈ C

❖ (θ1 + θ2)(
θ1

θ1 + θ2
x1 +

θ2

θ1 + θ2
x2) + (1 − θ1 − θ2)x3 ∈ C

❖θ1x1 + θ2x2 + θ3xx ∈ C
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线性⽅程组

❑ 线性⽅程组的解集C={x | Ax = b}都是仿射集合

❖证明：对于 , ，则Ax1=b，Ax2=bx1 x2 ∈ C

❖与C相关的⼦空间V：

❖V= {x-x0|x }           = {x-x0|Ax=b},Ax0=b∈ 𝑪
      = {x-x0|A(x-x0)=0}       = {y|Ay=0}

❑ 任意仿射集合都可以表⽰为⼀个线性⽅程组的解集
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锥

❑ C是锥，则对于                          ，有

❑ 点x1和x2的锥组合（⾮负线性组合）：

❑ 锥包：集合中所有元素的锥组合的集合
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⽐较

❑ 仿射组合： 
❑ 凸组合：
❑ 锥组合：
❑ C={x}

❖θ1x + θ2x = x
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超平⾯和半空间

❑ 超平⾯

❑  半空间

❖  a：法向量

❖超平⾯是仿射集合和凸集
❖半空间是凸集
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❑ 椭球：

❖此处：P为对称正定矩阵

❑ 例ξ = {x |xT {4 0
0 1}

−1

x ≤ 1}

❑ ξ = {(x1, x2) |
x2

1

4
+ x2

2 ≤ 1}

❑ 其他表⽰：                                A⾮奇异的⽅阵

2

1
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范数球和范数锥

❑ 范数：满⾜如下条件的函数

❑ 范数球： xc为球⼼，r为半径

❑ 范数锥：
❑ Euclid锥为⼆阶锥

❑ 范数球和范数锥均为凸集
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多⾯体

❑ 有限个线性等式和不等式的解集：

❑ (                                        紧凑表达式)

❑ 多⾯体是有限个半空间和超平⾯的交集
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❑ 设函数                      为仿射函数，即                     ，其中

❑ 则凸集在函数f 下的象为凸集
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❑ 例：
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⼴义不等式

❑ 若锥               为正常锥，则其满⾜
❖K是闭的（包含其边界）

❖K是实的（没有空的内部）

❖K是尖的（不包含直线）

❑ 例：
❖⾮负象限
❖半正定锥
❖[0,1]上⾮负的多项式锥： 
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超平⾯分离定理

❑ 若C和D为两个不相交的凸集，则存在        ：

❑ 则超平⾯                   为集合C和D的分离超平⾯

❑ 严格的分离需要额外的条件（如，C是闭的，D是单
元素集）
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⽀撑超平⾯

❑ 集合C在边界点x0的⽀撑超平⾯定义为：

❑ 此处，

❑ ⽀撑超平⾯定理：若集合C为凸集，则在集合C的每
个边界点均存在⼀个⽀撑超平⾯

且
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对偶不等式的最⼩和极⼩元

❑ 最⼩元：x为集合S的最⼩元，当且仅当 
❖对所有               ，x为集合S中元素z上 
极⼩化        的唯⼀最优解

❑ 极⼩元： 
❖若对某些             ，x在集合S中元素z上极⼩化      ，

则x为极⼩元 
❖若x为凸集S的极⼩元， 
则存在⾮零             ， 
满⾜x极⼩化


